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I. FIXPUNKTSATZE FOR KOMPAKTF UNO KO,\OENSIERENOE ABBILDU"iGEt\

In [22J wird mit Hilfe eines Fortsetzungsprinzips fur stetige Funktionen
versucht, Varianten der Fixpunkts~itze von Brouwer [3], Browder [4],
Gohde [11], Kirk [13], Reinermann [21], Sadovski [26]. Schauder [28] mit
Randvoraussetzungen c1adurch zu erhalten, indem jeder Variante eine
~iquivalente, sich unter den oben aufgefiihrten Prototypen befindliche Fix­
punktaussage zugeordnet wird. Das in [22] verwendctc Verfahrcn
(Retraktionsmethode) funktioniert aber allgemein nur, wenn-wie auch sonst
in der Fixpunkttheorie Ublich-die Definitionsbereiche der jeweils betrachteten
Funktionen konvex angenommen werden. 1m Gegensatz dazu werden wir
im folgenden. unter Beibehaltung der in [22) praktizierten Methode. jedoch
bei Verwendung des Fortsetzungssatzes fUr stetige Funktionen von Tietze­
Dugundji [8]. Fixpunktaussagen yom Rothe-Typ (22) fUr kompakte bzw.
kondensierende Abbildungen auch bei nicht notwendig konvexen Deflnitions­
bereichen ableiten.

LEMMA I (Fortsetzungssatz von Tietze-Dugundji [8]). E lIlelr;s;erbarer
lop%gischer RauJ1I, 4> ACE ahgeschlossen, F /okalkonrexcr RaulIl.
r A --, F sielig. Es gibl g: E--~ F mil

(i) g I A =1;
(ii) g(E) C col(A).l

Bnl'eis. [8].

I Flir 1> Be F bezeichne co B die konvexe Hlille von Bin F.

387
Copyright(: 1973 by Academic Press, Inc .
..\ll right::; or reproduction in :mv form reserved.



388 REINERMANN

LEMMA 2 (Fortsetzungssatz). E metrisicrharer topologiseher Raum, ch
ACE abgesehlossen, F lokalkonvexer Rawll, ¢ K C f: Y C F koneex. K

und Y homoomorph, f: A ->- K stetig. Es gibt 17: E-+ K stetig mit 17 I A I

Bel1'eis. Sei ,\: K .. Y Homoomorphie. Dann ist\ f: A > Fstetig. Nach
Lemma I gibt es g: E--.. F stetig mit g A \ I und g(E) C COl f(A) C
co c.:(f(A) Ceo :« K) C co Y C Y. Fiir 17: \ I gist dann h: E > K stetig
undh'A=(,l g) A yJ (, f) (y I ,) f /.

SATZ I (Fixpunktsatz fur kompakte Abbildungen). E Frechet-Raum,~

cP./ XC E ahgeschlossen und heschriinkt. ¢ K C .X. Y C E konvex lind
kompakt, K und Y hom(jomorph. f: X > E kompakt'l mit f(Rd(X)) C K.,j

Fix(j) cP."

Bel1'eis. Mit Y: co(f(X) U X) ist Y abgeschlossen. beschrankt, und
konvex. Wegen Rd( X) ¢ und Rd(X) abgeschlossen in Y""Y und
fl Rd(X): Rd(X) ->- K stetig, gibt es nach Lemma 2 h: Y',\:' -->- K stetig mit
g: Rd(X) = II Rd(X). Definiert man G: r· > E vermoge

G(x) :
\f(x),

ih(x).
falls .Y C X I

falls x E ri'\' so gilt:

(i) Gist stetig,

(ii) G(Y)Cf(X)uh(Y,.\')Cf(X)u KCf(X)u XC Y,

(iii) Wegen G( Y) Cf(X) U Kist G mitf nach (i) kompakt.

(iv) Fix(G) Fix(j).

Nach Schauder-Tychonoff [28], [32] ist Fix(G)

Fix(j) c/= cP.
¢, also wegen (iv) auch

Bemerkung I. ( I ) Ein Analogon zu Satz 1 fUr endlich-dimensionales E
beweist Brown [6].

(2)(a) Als Spezialfall von Satz 1 ergibt sich Satz 2.

SATZ 2 (Fixpunktsatz yom Rothe-Typ [22] fUr kompakte Abbildungen).
E Frechet-Raum, ¢ -I' XC E ahgeschlossen lind beschrdnktJ: X->- E kompakt
mit co f(Rd(X» C x. Fix(j) 7' ¢.

, d.h. E ist lokalkonvex, vollstandig und metrisierbar.
:l d.h.fist stetig undf(X) ist kompakt.
, Rd(X): ~- X/X (X Inneres von X).
; Fix(f): -- [x X E X 1\ f(x) =c xi.
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Beweis. Man setzt in Satz I Y:= c-of(Rd(X)).

(2)(b) Fur konvexes X ist "cof(Rd(X)) e X"' mit ':f(Rd(X)) e X"
aquivalent. Die in diesem Fall aus Satz 2 flieBenden Aussagen sind bekannt

[22J.

(3) 1st in Satz I specielln E N, E == [RI! und X selbst homoomorph zur
Einheitsvollkugel E" um 0 E [RI!. kann K En gesetzt werden. Die sich so
ergebenden Fixpunktaussagen lassen sich mit Hilfe des Satzes von der
Gebietstreue (!) auf den Fall X£"( Rothe [22]) zurlickfuhren.

(4)(a) DaB in Satz I selbst die Voraussetzung "1\' kompakt und zusam­
menhiingend" fur den Fixpunktschlul3 nieht ausreicht. zeigt schon das Beispiel
L: [1;£1. X: c= {z : z E [R1. I - 2:. f(z): z (z (x. y»). Fllr
f( Rd(X)) gibt es dann kein K der in Satz I verlangten Art.

(4)(b) Das Beispiel unter (a) zeigt auch. daB es nicht genugt
':l(Rd(X)) ex" zu fordern.

(4)(e) Anhand einfacher Beispiele (Sterne) zeigt man liberdies. daB
"/IRd(X) eA··· .. weitreichender ist als "co/(Rd( ..r» e x."

DEFINITIO:-; I. Es sei (E :) ein linearer normierter Raum. Flir be­
sehriinktes ye E erkliiren wir .d( Y) [R t durch

.J ( y) :~ inf: E E O. und es gibt endliehe Oberdeckung W, i E {l ,.... n::
von Y mit eP D, e E und diam(D,) E. i (~: I ,... , II}:.

LiMMA 3 (Eigensehaften desN ieh tkompaktheitsmaf3es.d). (E, i) linearer

norl11ierter Raul11; A, Be E, XEE; A. Bjeweils heschrankl, y--,·Ll(y) 11'ie
un tel' Definition I erkliirt.

(i) A e B Ll(A) Ll(B).

(ii) Ll(A u {x1) Ll(A).

(iii) .d(eo A) Ll(A).

(iv) Ll(A u B) = max:Ll(A). Ll(B)],

(v) Ll(4) c Ll(A),

(vi) Ll(A) O~ 0 <> A prakol11pakt.

Bell'eis. [19] and [21].

DEFINITIOl\; 2. Es sei (E, !' :i) ein linearer normierter Raum, eP T XC E
besehriinkt.f: X- >- E heiBt "kondensierend":

(i) fist stetig.

(ii) /\11 (B C X 1\ B nieht priikompakt)) LJ(f(B») < Ll(B).
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BEISPIELE (Generalvoraussetzungen wie unter Definition 2).

(I) f kondensierend A g kompakt r g kondensierend.

(2) f Banach-kontrahierend f kondensierend,

(3) f kompakt f kondensierend.

(4) f Banach-kontrahierend A g kompakt I g kondensierend
(folgt aus (1 )-(3)).

LEMMA 4 (Fixpunktsatz fur kondensierende Abbildungen). (E. )

Banach-Raum. ¢ XC E abgeschlossen. heschrankt, konvex. f: X ---* X kon-
densierend. FixU) ¢.

Be,reis. [21].

SATZ 3 (Fixpunktsatz fLir kondensierende Abbildungen). (E. ) Banach-
Rall/17, ¢ Ie XC E abgeschlossen lind beschrankt,f: X -+ E kondensierend mit

(*) cof(Rd(X»CX.

(**) f(Rd(X» pri.ikompakt.

FixU) ¢.

Beweis. Sei K abgeschlossene Vollkugel urn 0 E Emit f(X) u xc K
Nach Lemma I gibt es g: K\}( ---+ E stetig mit g Rd(X) f' Rd(X) LInd
g(K\X) C cof(Rd(X». Wir definieren H: K-~ K stetig vermoge

H(x) := \ f(x),
I g(x),

falls x t= X I

falls x E K\)(I'

Sei B C K nicht priikompakt. Dann ist mit

B (XnB)u«(K){)nB)
LInd

H(B) = H(X n B) u H«(KX) n B) f(X n B) u g«K X) n B)

infolge Lemma 3 und VoraussetzLlng (* *)

LJ(H(B») max{LJU(X n B»), LJ(g«KX) n Bm:

max{LJU(X n B», LJ(cof(Rd(Xm:

max{LJU(X n B», LJU(Rd(Xm:

LJU(X n B).

1st X n B prakompakt, so folgt daraus

LJ(H(B») LJU(X n B» LJU(X n B) 0 LJ(B).
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1st X n B nicht prakompakt, so folgt

iJ(H(B)) iJ(.f( X n B)) < iJ(X n B) iJ(B).

391

Also ist H kondensierend. Wegen Lemma 3 und Fix(H) c Fix(j) folgt die
Behauptung.

2. EIN FIXPUNKTSATZ FUR HALBGRUPPEN VaT'< ISOMETRIEN

Brodskii und Milman haben in [2] u.a. gezeigt, daf3 die Gruppe .Yt' del'
surjektiven isometrischen Selbstabbildungen einer nichtleeren, abgeschlos­
senen, beschrankten, konvexen Teilmenge X eines gleichmaf3ig-konvexen
Banach-Raumes einen Punkt fest laf3t. 6 Wir zeigen in Satz 5, daf3 schon im
Faile eines strikt konvexen, reflexiven Banach-Raumes unter del' Halbgruppe
aller isometrischen Selbstabbildungen einer nichtleeren, abgeschlossenen,
beschrankten, konvexen Teilmenge ein Punkt fest bleibt.

DEFI'\lITlOT'< 3. Es seien (E,! I!), (F, I) lineare normierte Raume; es sei
¢ XC E konvex; f: X ~ F heif3t "affine lsometrie:"

(i) fist Isometrie,7

(ii) Fur x. y E X und,\ E [0, I] ist

f(Ax + (I - ,\)y) = ,\fIx) + (I -- '\)f(y).

LEMMA 5 (Struktursatz fUr Isometrien). (E, I ,), (F, !) lineare normierte
Rdume, (F, i) striktkoncex, ¢ cF XC E koncex, .f: X ~ F Isometrie. fist
affine Isometrie.

Bel1'eis. [19], man vergleiche auch [9].

SATZ 4 (Satz yom Mazur-Ulam-Typ). (E, 1), (F, il i) reelle lineare nor­
mierte Rdume, (F, ii) striktkonvexJ: E ~ F Isometrie,f(O) = O. fist linear.

Bel1'eis. Nach Lemma 5 ist f affine Isometrie auf E. Dann gibt es abel'
(genau) ein A E L(E, F) und (genau) ein bE F mitf(x) = A(x) +- b fUr x E E
(es ist natiirlich A(x) .~ f(x) - flO) und b = f(O»). Wegen f(O) = 0 ist
b = 0, also f lineare Isometrie.

Bel71erkung 2. (I) Fur komplexe Raume ist Satz 4 falsch: Beispiel:
(E, ):= (F, i) :=c (iC. Betrags-Norm), f(z) := z.

" d.h. es gibt x E X mit {(x) C~ x fUr IE Jf'.
, d.h. fUr x, )' EXist }(x)-f(y)ii !I x - y
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(2) Satz 4 gilt fur beliebige (I', i) nicht: Beispiel: Es sei g: C~ .~ IR
nichtlinear, nichtexpansivH und g(O) 0 (z. B. g arctan). Wir setzen
(E, "):0 (rR, Bctrags-Norm), (I', '): m", Max-Norm). Mit f: [~ ~ [R",

deflniert durch f(x): (x, g(x») ist dann I Isometric und 1(0) O. jedoch
ist f nichtlinear.

(3) Satz 4 gilt fUr beliebigc (I', ). wenn man zusatzhch 'f surjektiv"
verlangt, (IS. 19, 23j.il

LEMMA 6 (Fortsetzungssatz fUr affine Isomctrien). rE,
XC E konvex, 0 X. f: X ~ E affine Isomelric. Fs
g: span(X) ~ span( X) lIIil

(i) gist affine Isollletrie,

(ii) g' x· I

Beweis. (9] and (19].

I Banach- {{aWII,
gibr genau ein

LEMMA 7 (Fixpunktsatz von Ryll-Nardzewski (I. 25]). (L. ) Banaclz-
RaulIl, ~ XC E schH'ach kOlllpakl und kontex, :/1 C XXIlllllil

(i) j( iSI Halbgruppe.

(ii) FiJr Ie fl istfschH'ach sieligc affine Isometric.

nfc1( FixU) ~.

Bell·cis. Unmittelbare Foige aus dem Fixpunktsatz von Ryll- Nardzewski
[1,25].

SATZ 5 (Fixpunktsatz fur Halbgruppcn von Isometrienl, (E, ! slrikt-
konvexer, rcflcxieer Banach-RaulII, ~ XC E abgcschlosscn. bcschrankl,
konpex. I: :I f: x~ X Isometrie}. ni~J FixU) ~.

Bewcis. O.8.d.A. 0 E X. X ist schwach kompakt. Nach Lemma 5 ist
jedesf E I affine Isometrie. Jedem f E I ordnen wir gcm513 Lemma 6 die ein­
deutig bestimm teatfln-isometrische Fortsetzung H(f) :span(X) ~ spari( X) zu.
FlirfE I besitzt H(n die Darstellung

HU)(x) A(x) -- b

also ist flU) schwach stetig. Oa I Halbgruppe undf-->- HUl Halbgruppen­
Homomorphismus ist, ist ..Y(':: fI(f) !f E I: Halbgruppe von schwach

, d.h. WI' x, J' IR ist j(x) f(y); i X J'.
" Del' in [15] angedelilele Beweis isl allerdings nicht richtig.

}() All: . [Ii.f: B -~ A;. GemiiB dem Original Ryll-Nardzewski geni.igt es. in Salz 5 E
striktkonvex lind X schwach kompakt, konvex 3nzlInehmen.
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falls /1 = 1/
falls n 2 \.

stetigen affinen lsometrien mit H(f)(X) C X fLir fE I. Wegen H(f) X= f
und Lemma 7 ist also

n Fix(f) = n Fix(H(f) 1>.
lEI IE I

BClI1crkung 3. (I) Satz 5 ist fUr beliebige Banach-Riiume nicht richtig;
zum Beispiel, (E, I U:= (co, Sup-Norm), X: :x x E CII A X I},
f: X -~ X. definiert durch

f(x)n:= 1\ 1
.x n - 1 ,

Dann istj Isometric jedoch bereits Fix(f) cp.

(2) FLir beliebige Jineare normierte Raume und deren abgeschlossene
Einheitsvollkugeln X gilt: Istf: X ---+ X surjektive Isometrie, so ist /(0)= O.

(3) Satz 5 ergibt

(a) Siitze yom Hahn-Banach-Typ,

(b) S,"itze yom Krein-Milman-Typ,

(c) Zentrumsbildungen bei konvexen Mengen,

(d) Anwendungen in der Theorie der symmetrischen Algebren.

J. ApPROXIMATION VON FIXPUNKTEN STRIKT PSEUDOKONTRAKTIVER

ABBILDUNGEN 1M HILBERT-RAUM DURCH KONVERGENTE

TOEPLlTZ-ITERATlONEN

Die Beweise zum Fixpunktsatz fur nichtexpansive Abbildungen in gleich­
maBig-konvexen Raumen von Browder [4], Gohde [II], Kirk [13] waren
zunachst rein existentieller Art. Inzwischen sind cine Reihe von konstruktiven
Varianten bekannt geworden [5, 9, 14, 17-20,27]. Fiir die umfangreichere
Klasse der strikt pseudokontraktiven Abbildungen sind gleichfal1s Existenz­
aussagen seit langem bekannt [5]. Diese wollen wir im folgenden durch
zwei Aussagen Liber Toeplitz-lterationen [18], die gegen Fixpunkte von strikt
pseudokotraktiven Abbildungen im Hilbert-Raum stark bzw. schwach kon­
vergieren. erganzen.

DEFINITION 4. Es sei (E, ( ,») ein reeller Hilbert-Raum, cpl XC E,
k E [0. 1). f: X ---+ E heiBt "strikt pseudokontraktiv bez. k," wenn fUr x, y E X

(*) fix) - f(y)2

stattfindet [5].

x - y? -~ k !!(Id- f)x - (ld - f)y 1: 2
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Bemerkung 4. (I) Voraussetzungen wie in Definition 4. Dann ist f
Lipschitz-beschrankt. Mit L: (I f- k)j(] k) ist niimlich if(x)-- f(y)
L ] x- y fUr x, y t: X.

(2) "Strikt pseudokontraktiv bez. 0" bedeutet also 'J nichtexpansiv.'·

LEMMA 8 (strikt pseudokontraktiv-nichtexpansiv). (E, ( , » reefier Hilberl­
Raum, 4> cl XC E konvex, k E' [0, I), f: X-+ E strikt pseudokol1trakliv hez.
k, t EO (0, I - k]. II: II-L (I t) Id. I isl nichtexpansiv.

Bewcis. [5].

LEMMA 9 (Existenz von Fixpunkten bei nichtexpansiven Abbildungen).
(E, ( , » reella Hilbert-Raum, ep +- XC E abgeschlossen, beschrunkt, koncex.
I: X --~ Xnichlexpansiv. Fixer) ~- ep.

Beweis. [5, 19.20].

LEMMA 10 (Existenz von Fixpunkten bei strikt pseudokontraktiven
Abbildungen). (E, ( ,)) reeller Hilbert-Raum, ep XC E abgeschlosscn.
beschriinkt, konvcx, k E' [0. I), f: X -~ X slrikl pseudokontraktiv hcz. k.
Fix(f) c/- ep.

Beweis. Fur t: -- I kist I; :
Lemma 8. Wegen I;: X -~ X und
Fix(f) ~- Fix(!,) ist Fixer) ep.

II - (I - r) Id nichtexpansiv nach
Lemma 9 ist Fix(!,) !~ ep. Wegen

LEMMA II. (E, ( ,» linearer normierlcr Raum, epl' xc E. k E' [0, I).
f: X -+ X strikt pseudokontraktiv bez. k.

(Ed Fur A C X, A abgcschlossen und beschrankt gilt: 1st f(x) ;'c x lur
x E' A. so ist inf,"E1 f(x) - xi O.

(E2) Fur Be X, B abgeschlossen und heschriinkt, ist (ld -/)(B) ahge­
schlossen.

(E:J Es gihr 111 E' lL+ mit fill kompakt.

Beweis_ (i) Istf(x)F x fur XE' A. aber inCu. f(x) - x .= 0, so gibt
es {x,,} E' AN mit limn~f: {(lei - f)(x,,): ~_•.- 0, also 0 E (ld - fHA), mithin
oE' (ld - f)(A), Widerspruch.
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(ii) Sei f(x) =1= x und infrEA Ilf(x) - x II = O. Dann gibt es {xn } E AN
mit limn~L (f(xn) - x"J = O. Sei m E 2"+ undfm kompakt. Dann ist fUr n EN

m--l

I f"!~V-l(f (xn»- f",-v-l(Xn)il
1,=0

(Nach Bemerkung 4 und I) ist I Lipschitz-beschriinkt), also auch
limn_CD (f"'(xn) --- x n} = O. Wegen {xn I n E N} beschrankt und fm kompakt
o.B.d.A. (f"'(x n )} konvergent. Sei z E E und lim n_yc {ftn(x n )} = z, dann folgt
lim,,~£ {x n} z, also Z E A. Mit

hm (f(x,,)} = fez)
n-'''J..

folgt{(z) = z, Widerspruch.

und lim (f(x n ) - x,,} c= 0
n -')ocr;.

LlMMA 12 (Approximation von Fixpunkten nichtexpansiver Abbildungen
durch schwach konvergente Toeplitz-Iterationen). (E, ( , » reel/er Hilbert­
RaU/ll, XC E abgeschlossen, beschrankt, konvex, XI) E X, f: X·· .. X nicht­
expansiv mit

(*) Fur A C X, A abgeschlossen lInd{(x)fc xfur x E A ist

inf II {(x) -- x! 0;
xt::A . , - "

{elnJ E (0, 1)'1", {eI,,} monoton fallend, 2.: d" divergent,

X"'l ;cc drJ(x n) I- (1 - elrJ X n (n E 2" I)

Es gibt z E Fix(f) mit limn~." {x,,} = z (stark).

Beweis. [17,18,20].

(Toeplitz-Iteration).

SATZ 6 (Approximation von Fixpunkten strikt pseudokontraktiver Abbil­
dungen durch stark konvergente Toeplitz-Iterationen). (E, ( ,) reel/er
Hilbert-Raum, XC E abgeschlossen, beschrankt, konvex, XI) EX, k c [0, J),
f: X· T X strikt pseuelokontraktiv bez. k mit

(E l ) Fur A C X, A abgeschlossen undf(x) =1= xfur X E A ist

inf II {(x) .- x 0;
xEA -
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{c,,: E' (0, I - k)"1L+, {en] monolonfallend, I: c" dirergenl,

X" I: c,,f(x,,) ( I en) .\/1 (n IL)

I/(n -.- I) (Cesaro-Iteration) (fUr n no ist
o(d.h. X ist kompakt) ergibt ein Ergebnis

lx" i konrergiert slark gegen einen Fixpllnk I ron/.

Belreis. Sei {: (I k)i2. Nach Lemma gist dann ;;: X ~ X nicht-
expansiv. Wegen x" I c,,/(X.,,)! (I e,,) x" und/;(x,,) ~/(x,,) (I t) x"
ist X"'1 (e,,/t)!;(x,,) (1- (e,,/1)) x" . Mit d,,: (c ) erflUlt {d,,; siimt-
fiche in Lemma 12 an ldn } gestellten Voraussetzungen. Wegen /;(x) x
1,1 fix) x fur x EC A folgt (*) von Lemma 12 aus (E1). Nach Lemma 12
gibt es z EO FixU;) mit lim"" Ix,,: :: (stark). Mit FixU;) Fix(f) folgt die
Behauptung.

Bemerkllng 5. (I) Nach Lemma II und Satz 6 gilt die dort genannte
Konvergenzaussage insbesondere fur die in der Literatur h~iufig genannten
Eigenschaften (E~) und (E:I)'

(2) Der Spezialfall c"
Cn E (0. I k») und (E:1) mit III

von Johnson [12].

(3) Ocr Spezialfall e" 1. I k und (E:l ) mit m 1 erweitert
Resultate von Krasnoselski [14] und Schaefer [27] bez. kompakter nicht­
expansiver Abbildungen auf strikt pseudokontraktive Abbildungen (im
Hilbert-Raum).

LEMMA 13 (Approximation von Fixpunkten nichtexpansiver Abbildungen
durch schwach konvergente Toeplitz-Iterationen). (E, ( , ») reeller Hilberl­
RawlI, XC E abgeschlossen, beschriinkl, konvex, Xo EO X, r X ~ X nieht­
expansir, {d,,) c (0. nr+ monolonfallend, {d,,} divergenl,

x" 1: d,J(x.,,) (I d,,)x,. (nEIL')

Es gibl Z c Fix(/) /IIit lim" ,;x,,:

Bell'eis. [17].

;: (sclrll'aelr).

SATZ 7 (Approximation von Fixpunkten strikt pseudokontraktiver Abbil­
dungen durch schwach konvergente Toeplitz-Iterationen). (E. ( , )) reeller
Hilbert- Rawl/. X' C E abgeschlossen, beschriink t, konl'ex. X o c: X, k E [0. I).
f: X-· X slrikt fJselldokontraktiv bez. k; (e,,] c (0, I kjd-, :cnl monoton
fallend. I: ell dil'ergel1l. lx,,} kOl1vergiert sclnmeh gegel1 cinell FixfJllnkl roll f.

BClreis.
d,,/;(xn )

Mitr: (I k)/2,d,,: en/f,ft: 1/ (I t)/dundx, I

(I d,,) x" sind nach Lemma g samtliche Voraussetzungen von
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Lemma 13 fUrft erfUllt. Also gibt es Z E FixUt) mit limn_>T {x"l ,= z (schwach).
Mit FixU) = FixUa folgt die Behauptung.

Bemerkung 6. (1) Die Konvergenzaussage in Satz 7 gilt insbesondere
dann. falls zusatzlich limn~.".len) = 0 (fLir n no ist dann en E (0, I -- k));
zum Beispiel. ell 1/(n .J- I) (Cesaro-Iteration).

(2) Der Spezialfall en (Y 1 -- k erweitert Aussagen von Schaefer
[27] und Reinermann [17] auf strikt pseudokontraktive Abbildungen.

Bemerkung 7. (I) Natiirlich sind auch anderweitig Fixpunktsiitze fUr
Abbildungen f mit nicht notwendig konvexem Definitionsbereich X ange­
geben worden (Leray-Schauder- und Nachfolgetheorien. man vergl. hier­
zu [31]).

(2) 1st (E, ) ein Banach-Raum und X eine nichtleere, echte, abge-
schlossene. konvexe Teilmenge von E,l1 so ergibt eine spezielle Fortsetzungs­
methode-deren Realisierbarkeit oft durch Satze sichergestellt ist-Fixpunkt­
aussagen fiir Abbildungenf: Rd(X) -+ Rd(X).

BEISPIEL[:

(a) SATZ 8 (Fixpunktsatz fUr kompakte Abbildungen). (E, i) Banaeh­
Raum, cp .1- XC E abgesehlossen, konvex. Xl= E; 1': X --+ Rd(X) (stetige)
Retraktion mit:

(*) Fur besehriinktes Be X ist r(B) besehriinkt;12 f: Rd(X) ->- Rd(X)
kompakt,13 f(Rd(X)) besehriinkt.

Fix(f) 'f'- cp.

Beweis. Wir definieren g: X --+ X vermoge g := fer. Dann ist g kompakt
und g(X) beschrankt. Nach Schauder [28] ist Fix(g) 'I . Wegen
Fix(f) = Fix(g) ist Fix(f) cI= cp.

(b) SATZ 9 (Fixpunktsatz fLir Abbildungen mit kompakten Iterierten).
(E, '~) Banach-Raum, cp XC E abgeschlossen, konvex, X c/= E; r: X ->- Rd(X)
(stetige) Retraktion mit:

(*) Fur beschriinktes Be X ist reB) beschriinkt;IZ f: Rd(X) 0 ->- Rd(X)
stetig, p E I'd Primzahl, f P kompakt, f P(Rd(X)) besehriinkt. Es gibt eine
Umgebung V l'Ol1 FixU") mitf! V 11 Rd(X) kompakt.

Fix(f) cp.

Il Verallgemeinerungen auf allgemeinere Raumtypen bzw. Mengen X sind moglich,
bleiben aber hier ausser Betracht, vgl. [221.
I' Ein solches r ist z.B. vorhanden, wenn dim E Cc Cfj LInd X: _0- {x x E E /\ X I' IJ

is! [8], oder-trivialerweise-wenn X -•. ep is!.
13 d.h. fist stetig und flir beschriinktes Be X istf(B) kompak!.
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Beweis. Nach Satz 8 ist Fix(f I') . Deflniere g: X .~~ X durch g: I r.

Dann istg l ' f I' r, also gl' kompakt und gl'(X) beschrankt. Fur U : == rl( V)
gilt U"J Fix( gl'). Wegen Fix( gl') C gl'(X) ist Fix( gl') kompakt, also gibt es
eine abgeschlossene E-Umgebung U, von Fix(gl') mit [I, C U. Dann ist
glUE n X kompakt. Nach AnhBrowderSteinlein [31] ist Fix(g) ¢.
Wegen Fix(f) Fix( g) folgt die Behauptung.

(c) SATZ 10 (Fixpunktsatz nir kondensierende Abbildungen). (E,)

Banach-RalllJl, ¢ XC E ahgesch/osscn, besclmlnkt. konl'cx: r: X . ~ Rd(X)
(stetige) Retraktioll mit:

(n) FiirBCXist.d(r(B))

Fix(f) ¢.

.d(B)J: Rd(X) - ~ Rd(X) kOl1dcnsierclld.

Bcweis. g: Ie r ist kondensierend. Nach Lemma 4 ist Fix( g) q).
Mit Fix(f) Fix( g) folgt die Behauptung.

Allmerkllngcn zlim Satz 10. (I) Eine kondensierende Retraktion r kann
es bei beliebigem (E,! I) fUr X: Ix r x'" t: 1\ x 1: nicht geben; andern­
falls wfire r: X ~ X kondensierend jedoch Fix(-r) ¢' im Widerspruch
zu Lemma 4.

(2) Fur welche unendlich-dimensionalen

(E. und X : Ix x (-' E 1\ ¥! I:
eine Retraktion mit (* *) existiert, scheint nicht bekannt zu sein, jedenfalls
weiB man, daB es keine nichtexpansive Retraktion von X auf Rd(X) gibt.
Andererseits ist schon im Faile (E,.I il: 1"2 mit X: (x x E 1\ I x I:
und h: X -~ Rd(X), definiert durch h(x): (( I x ,r

2)L2, x). h nicht einmal
Lipschitz-beschrankt, jedoch .d(h(B) = .d(B) fur B C X.

(3) [st (E. ) :.c 12 und X: {x Xc.. E 1\ j X 11\ Xl OJ, so ist
r: X ~ Rd(X) mit (( I L~2X,2)1i"!.. x2 ,\;j, ... ) eine stetige Retraktion mit (**).
so daB man mit Satz 10 einen Fixpunktsatz fUr ein auf der Einheitssphfire S I

von 12 definiertes und dort kondensierendes I erhiilt, welches Sf in die
"Halbkugelschale" Rd(X) S" n X abbildet.
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