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I. FIXPUNKTSATZE FUR KOMPAKTE UND KONDENSIERENDE ABBILDUNGEN

In [22] wird mit Hilfe eines Fortsetzungsprinzips fir stetige Funktionen
versucht, Varianten der Fixpunktsitze von Brouwer [3], Browder [4],
Gohde [11], Kirk [13], Reinermann [21], Sadovski [26], Schauder [28] mit
Randvoraussetzungen dadurch zu erhalten, indem jeder Variante eine
dquivalente, sich unter den oben aufgefiihrten Prototypen befindliche Fix-
punktaussage zugeordnet wird. Das in [22] verwendcte Verfahren
(Retraktionsmethode) funktioniert aber allgemein nur, wenn-wie auch sonst
in der Fixpunkttheorie iiblich—die Definitionsbereiche der jeweils betrachteten
Funktionen konvex angenommen werden. Im Gegensatz dazu werden wir
im folgenden, unter Beibehaltung der in [22] praktizierten Methode, jedoch
bei Verwendung des Fortsetzungssatzes fiir stetige Funktionen von Tietze--
Dugundji [8]. Fixpunktaussagen vom Rothe-Typ [22] fiir kompakte bzw.
kondensierende Abbildungen auch bei nicht notwendig konvexen Definitions-
bereichen ableiten.

LemMa | (Fortsetzungssatz von Tietze—Dugundji [8]). £ metrisierbarer
topologischer Raum, & = A CE abgeschlossen, F lokalkonvexer Raum,

I

1A — Fstetig. Es gibr g: F — F mit

i)y glA=1
(i) g(E)yCco f(.!

Beweis.  [8].

' Fiir ¢ # B C F bezeichne co B die konvexe Hiille von B in F.
387

Copyright ¢ 1973 by Academic Press, Inc.
Al righis of reproduction in unyv form reserved.



388 REINERMANN

Lemma 2 (Fortsetzungssatz). [ metrisierbarer topologischer Raum, ¢
A C E abgeschlossen. F lokalkonvexer Raum, ¢ =+ KCF, Y CF konvex. K
und Y homdomorph, f: A — K stetig. Es gibt h: E—> K stetig mit i | A - /.

Beweis. Sein: K > Y Homdomorphie. Dannist x - /2 4 - » Fstetig. Nach
Lemma 1 gibt es ¢: £ -~ F stetig mit g A vofund g(E) Ceox s f(A)C
cox(f(A) CcoK)Cco YT ¥ Fir i+ x 'egistdann /ii £ > K stetig
und 1' A4 = (n1og) A vhe(vefy (v lea)of e

Satz | (Fixpunktsatz fiir kompakte Abbildungen). L Frecher-Raum ?
¢ - X CE abgeschiossen und beschrinkt. ¢ = KCX. YCFE konvex und
kompakt, K wund Y hombomorph, [= X > E kompakt® mit f(RA(X)C K4
Fix(f) + ¢.°

Beweis. Mit Y - co(f(X)U X) ist Y abgeschlossen. beschrankt, und
konvex. Wegen Rd(Y) # ¢ und Rd(X) abgeschlossen in Y'X und
71 RA(X): RA(X) — K stetig, gibt es nach Lemma 2 /: Y'.X — K stetig mit
g Rd(X) = /'] Rd(X). Definiert man G: Y -»> F vermoge

i f(x), fallsxe X

Gl) e Th(x). falls v = V. XV

so gilt:

(i) G ist stetig,

(i) GYCHX)URYX)CFX)UKCFX)u XC Y,
(iii) Wegen G(Y) Cf(X) U K ist G mit / nach (i) kompakt.
(iv) Fix(G) = Fix(f).

Nach Schauder-Tychonoff [28], [32] ist Fix(G) +/ ¢, also wegen (iv) auch
Fix(f) + ¢.

Bemerkung 1. (1} Ein Analogon zu Satz 1 fiir endlich-dimensionales £
beweist Brown [6].

(2)(a) Als Spezialfall von Satz 1 ergibt sich Satz 2.

Satz 2 (Fixpunktsatz vom Rothe-Typ [22] fiir kompakte Abbildungen).
E Frechet-Raum, ¢ + X C E abgeschlossen und beschréinkt, - X — E kompakt
mit co f(RA(X)) C X. Fix(f) - ¢.

2 d.h. E ist lokalkonvex, volistindig und metrisierbar.
# d.h. fist stetig und f(X) ist kompakt.

1 RA(X): = X)X (X - Inneres von X).

SFIX(f): - v xeX A f(x) = xl.
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Beweis. Man setzt in Satz | Y := ¢o f(Rd(X)).

(2)(b) Fiir konvexes X ist “cof(RA(X))C X" mit “f(RAX)HCX”
dquivalent. Die in diesem Fall aus Satz 2 flieBenden Aussagen sind bekannt
[22].

(3) Istin Satz I speciell ne N, £ = R* und X selbst hom&omorph zur
Einheitsvollkugel £* um 0 € R”, kann K - E™ gesetzt werden. Die sich so
ergebenden Fixpunktaussagen lassen sich mit Hilfe des Satzes von der
Gebietstreue () auf den Fall X -+ E" (Rothe [22]) zuriickfihren.

(4)(a) Dalin Satz | selbst die Voraussetzung “K kompakt und zusam-
menhdngend™ fur den Fixpunktschluf3 nicht ausreicht. zeigt schon das Beispiel
Er= R Xi=izizeR1L - - 02, fo)=— - (z = (x.¥y). Fur
J(RA(X)) gibt es dann kein K der in Satz | verlangten Art.

(4)(b) Das Beispiel unter (a) zeigt auch, daB es nicht geniigt
“f(RA(X)) C X zu fordern.

(4)(c) Anhand einfacher Beispiele (Sterne) zeigt man iberdies, dal
“FIRA(X)) C K -7 weitreichender ist als “co f(RA(X)) C X.”

DeriNiTION [, Es sei (E, | 1) ein linearer normierter Raum. Fiir be-
schrinktes ¥ C E erkldren wir 4(Y) ¢ R+ durch
A(Y):— infle e > 0, und es gibt endliche Uberdeckung {D, ' i<{l,.... n!}
von Y mit ¢ =4 D, C £ und diam(D;) ~ e, icil,..., nl.

Limma 3 (Eigenschaften desNichtkompaktheitsmales 4). (£, || |) linearer
normierter Raum; A, BC E, xe€ E; A. B jeweils beschrinkt, Y — A(Y) wie
wnter Definition | erklirt.

iy ACB . A4y . AB).
(i) A4 Uixl) — AA4),
(iii)  Ad(co 4) - 4(A).
(iv) A(A4 v B) = max|d(A4), 4(B).
(v) A(A) = A(A),
(viy A(A) = 0 = A prikompakt.

Beweis. [19] and [21].
Derinimion 20 Es sei (E, i) ein linearer normierter Raum, ¢ = Y CE
beschrinkt, /i X -> E heilit “kondensierend™: <
(i) [ ist stetig,
(i) Az (BT X A Bnicht prikompakt)) + A(f(B)) < A(B).
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BEIsPIELE (Generalvoraussetzungen wie unter Definition 2).

(1} fkondensierend A g kompakt - /-~ ¢ kondensierend.
(2) / Banach-kontrahierend - fkondensierend,
(3) fkompakt - f kondensierend,

(4) / Banach-kontrahierend A g kompakt - /- ¢ kondensierend
{folgt aus (1)—(3)).

Lemma 4 (Fixpunktsatz fir kondensierende Abbildungen). (£, | )
Banach-Raum, ¢ + X C E abgeschlossen. beschrinkt, konvex, - X — X kon-
densierend. Fix(f) + ¢.

Beweis. [21].

Satz 3 (Fixpunktsatz fiir kondensierende Abbildungen). (£, ) Banach-
Raum, ¢ == X C E abgeschlossen und beschrinkt, - X — E kondensierend mit
(*) cof(RAX)CX,
(**)  f(RA(X)) prikompakt.

Fix(f) = ¢.

Beweis. Sei K abgeschlossene Vollkugel um 0= £ mit f(X)u X CK.
Nach Lemma | gibt es g: K'X — E stetig mit ¢ | Rd(X) = /! Rd(X) und
g(K'X) C co f(RA(X)). Wir definieren H: K — K stetig vermdge

o fl), falls xe X
H(x) = | g(x), falls v ¢ KXV
Sei B C K nicht prakompakt. Dann ist mit

B—=(XNnBU(KX)NB)
und

H(B) = H XN BYU H(K:X)N B) = fIXN B)Ug({K'X)N B)

infolge Lemma 3 und Voraussetzung (**)
A(H(B)) »= max{A(f(X N B)), A(g((K.X) N B)));
“max{4(f(X " B)), d(co f(RA(X)));
max{4(f(X N B)), A(f(RdA(X))),
A(f(Xﬁ B)).

Ist X n B prdkompakt, so folgt daraus

A(H(B)) =< A(f(X N B)) < A(fIX A B)) 0~ AB).
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Ist X N B nicht prakompakt, so folgt
AH(B)) < A(f( XN B) < (X N B) L A(B).

Also ist H kondensierend. Wegen Lemma 3 und Fix(H) = Fix(f) folgt die
Behauptung.

2. EIN FIXPUNKTSATZ FUR HALBGRUPPEN VON [SOMETRIEN

Brodskii und Milman haben in [2] u.a. gezeigt, dall die Gruppe # der
surjektiven isometrischen Selbstabbildungen einer nichtieeren, abgeschlos-
senen, beschrdnkten, konvexen Teilmenge X eines gleichmidBig-konvexen
Banach-Raumes einen Punkt fest 1i03t.° Wir zeigen in Satz 5, dafl schon im
Falle eines strikt konvexen, reflexiven Banach-Raumes unter der Halbgruppe
aller isometrischen Selbstabbildungen einer nichtleeren, abgeschlossenen,
beschrinkten, konvexen Teilmenge ein Punkt fest bleibt.

DeriNiTION 3. Es seien (£, 11l), (F,| ) lineare normierte Rdume; es sei
¢ - X C E konvex; f> X — F heiBit “affine Isometrie:”” <«
(i) /st Isometrie,?
(i) Fiurx.pyeXund Ae [0, 1] ist

FOx 4 (1= y) = A (x) + (1 =) f().

LemMA 5 (Struktursatz fir [sometrien). (E,! ), (F, 1l ) lineare normierte
Réume, (F,' 1) striktkonvex, ¢ = X C E konvex, [: X — F [sometrie. | ist
affine Isometrie.

Beweis. [19], man vergleiche auch [9].

SaTz 4 (Satz vom Mazur-Ulam-Typ). (£, ), (F, | |) reelle lineare nor-
mierte Rédume, (F, || ") striktkonvex, f: E— F Isometrie, f(0) = 0. f ist linear.

Beweis. Nach Lemma 5 ist / affine Isometrie auf £. Dann gibt es aber
(genau) ein A € L(E, F) und (genau) ein b € F mit f(x) = A(x) - bfirxe E
(es ist natiirlich A(x) — f(x) — f(0) und b = f(0)). Wegen f(0) = 0 ist
b = 0, also /'lineare Isometrie.

Bemerkung 2. (1) Fiir komplexe Rdume ist Satz 4 falsch: Beispiel:
(E." ):=(F,]]:= (C. Betrags-Norm), f(z) := Z.

¢ d.h. es gibt xe X mit f(x) = x fir fe .
Tdh firx, ye Xist i f o) —Fll - llx —y
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{2) Satz 4 gilt fiir beliebige (F, i 4) nicht: Beispiel: Es sei ¢: % » R
nichtlinear, nichtexpansiv® und ¢(0) - 0 (z.B. g - arctan). Wir setzen
(E, ') == (R, Betrags-Norm), (£, ") : - (R? Max-Norm). Mit /% {& -» 2,
definiert durch f(x) := (x, g(x)) ist dann / isometric und f(0) 0. jedoch
ist f/ nichtlinear.

(3) Satz 4 gilt fiir beliebige (£, ' '), wenn man zusdtzlich “/ surjektiv’
verlangt, [15. 19, 23].9

Lemma 6 (Fortsetzungssatz fir affine Isometrien). (£, ) Bunach- Ruum,
XCE konvex, 0w X, f2X-»FE affine lsometrie. Es gibr genan ein
g:span(X) -> span{X) mit

(1) g ist affine Isometrie,
() g X - f
Beweis. [9] and [19].

Lemma 7 (Fixpunktsatz von Ryll-Nardzewski [I.23)). (L. ) Banach-
Raum, ¢ 7 X C E schwach kompakt und konvex, # C X510 i

(1) A ist Halbgruppe.

(it) Fir [ # st [ schwach stetige affine Fsometrie.
Oser FiX(/) -+ 6.

Beweis.  Unmittelbare Folge aus dem Fixpunktsatz von Ryl -Nardzewski
[1,25].

SaTz 5 (Fixpunktsatz fur Halbgruppen von lsometrien). (E, ) striki-
konvexer, reflexiver Banach-Raum, ¢ - X CFE abgeschlossen. beschrinkt,
konvex. I :-=1f [+ X - X Isometrie}. (\;o; FIX(f) # ¢.

Beweis. OB.d.A. 0e X. X ist schwach kompakt. Nach Lemmu 3 ist
Jedes fe I affine Isometrie. Jedem /€ J ordnen wir gemdB Lemma 6 die ein-
deutigbestimm teatffin-isometrische Fortsetzung H( f): span(X') -» span(X) zu.
Fiir /e I besitzt H(f) die Darstellung

H(f)x) - 4(x) - b mit A € Lg(span(X), span(X)), b -: span(X):
also st H(f) schwach stetig. Da 7 Halbgruppe und f-— H(f) Halbgruppen-
Homomorphismus ist, ist 2 : -~ {H(f)! /<], Halbgruppe von schwach

fdh, far v, peRist fl)—fOri ix--1

9 Der in {15} angedeutete Beweis ist allerdings nicht richtig.

0 48 - {fif: B-> A, GemidlB dem Original Ryll-Nardzewski gentigt es, in Satz 5 E
striktkonvex und X schwach kompakt, konvex anzunehmen.
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stetigen affinen Isometrien mit A(f}X)C X fur fe l. Wegen H(f) X = f
und Lemma 7 ist also

() Fix(f) = () Fix(H(/)) 7 .

jel feil

Bemerkung 3. (1) Satz 5 ist fiir beliebige Banach-Ridume nicht richtig;

zum Beispiel, (E,; 1) := (¢, Sup-Norm), X ::={x xec¢, A lx 1},
/i X -> X, definiert durch
Y falls n = 1,
USUEN Ix0_1, falls n === 2V

Dann ist / Isometrie jedoch bereits Fix(f) = ¢.

(2) Fiir beliebige lineare normierte Rdume und deren abgeschlossene
Einheitsvollkugeln X gilt: Ist /: X — X surjektive Isometrie, so ist f(0) = O.

(3) Satz 5 ergibt

(a) Sitze vom Hahn-Banach-Typ,
(b) Sitze vom Krein—-Milman-Typ,
(¢) Zentrumsbildungen bei konvexen Mengen,

(d) Anwendungen in der Theorie der symmetrischen Algebren.

3. APPROXIMATION VON FIXPUNKTEN STRIKT PSEUDOKONTRAKTIVER
ABBILDUNGEN IM HILBERT-RAUM DURCH KONVERGENTE
TOEPLITZ-ITERATIONEN

Die Beweise zum Fixpunktsatz fiir nichtexpansive Abbildungen in gleich-
miBig-konvexen Rdumen von Browder [4], Gohde [11], Kirk [13] waren
zundchst rein existentieller Art. Inzwischen sind eine Reihe von konstruktiven
Varianten bekannt geworden [5, 9, 14, 17-20, 27]. Fiir die umfangreichere
Klasse der strikt pseudokontraktiven Abbildungen sind gleichfalls Existenz-
aussagen seit langem bekannt [5]. Diese wollen wir im folgenden durch
zwei Aussagen liber Toeplitz-Iterationen [18], die gegen Fixpunkte von strikt
pseudokotraktiven Abbildungen im Hilbert-Raum stark bzw. schwach kon-
vergieren. erganzen.

DerFiNiTiON 4. Es sei (E, (,)) ein reeller Hilbert-Raum, ¢ = X CE,
k €[0.1). /7 X — E heifit “strikt pseudokontraktiv bez. k.”” wenn fiir x, y e X

() f) —fO) S lix =y Pk ld - f)x — (Id — [y
stattfindet [5).
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Bemerkung 4. (1) Voraussetzungen wie in Definition 4. Dann ist f
Lipschitz-beschriankt. Mit L = (1 §- k)/(1 - k)ist nimlich! f(x) ~ f(»),
Ll x—y furx, yeX.

(2) “Strikt pseudokontraktiv bez. 0" bedeutet also *'f' nichtexpansiv.”

LemMma 8 (strikt pseudokontraktiv-nichtexpansiv). (£, (.)) reeller Hilbert-
Raum, ¢ = X C E konvex, k [0, ), /2 X — E strikt pseudokontrakiiv bez.
k,ote (0,1 - K] fy oo tf = (1 — t) Id. { ist nichtexpansiv.

Beweis. [5].

Lemma 9 (Existenz von Fixpunkten bei nichtexpansiven Abbildungen).
(E, (,)) reeller Hilbert-Raum, ¢ s X C E abgeschlossen, beschrinkt, konvex.
I X - X nichtexpansiv. Fix(f) = ¢.

Beweis.  [5.19, 20].

LemMa 10 (Existenz von Fixpunkten bei strikt pseudokontraktiven
Abbildungen). (£, (,)) reeller Hilbert-Raum, ¢ -+ X C E abgeschlossen.
beschrinkt, konvex, ke[0,1), f: X->X strikt pseudokontraktiv hez. k.
Fix(f) = ¢.

Beweis. Fir 7:- 1 - k ist f, 1= 1tf ~ (1 — 1) ld nichtexpansiv nach
Lemma 8. Wegen fi: X — X und Lemma 9 ist Fix(f;) < ¢. Wegen
Fix(f) — Fix(f;) ist Fix(f) # &.

Lemma 11, (E, (.)) linearer normierter Raum, ¢ + X CE, k[0, ]).
12 X - X strikt pseudokontraktiv bez. k.

(Ey) Fir AC X, A abgeschlossen und beschrdnkt gilt: Ist {(x) 4~ x fiir
xe A, soist inf,.., f(x)—x! = 0.

(Ey) Fiir BC X, B abgeschlossen und beschrinkt, ist (Id - f)(B) abge-
schiossen.

(Es)  Es gibt m e Z7 mit 7 kompakt.
(i) (Es) — (Ey) und (i1) (Ey) - (E)).

Beweis. (1) Ist f(x) # x fiir x€ 4, aber inf,, f(x) — x : = 0, s0 gibt
es {x,} e AN mit lim,., {(Id — f)(x,)} = 0, also 0€ (Id — [} A4), mithin
0 e (Id — f)(A), Widerspruch.
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(ii) Sei f(x) = x und inf,., (| f(x) — x| = 0. Dann gibt es {x,} € AV
mit lim,_,. {f(x,) — x,} = 0. Seim € Z+ und f™ kompakt. Dann ist fiir n € N

m—1

1) — X 1S 3 L () — e )

p=()

m—1
< (z Lot} () =

e

(Nach Bemerkung 4 und 1) ist f Lipschitz-beschrinkt), also auch
him,,, {f™(x,) — x,} = 0. Wegen {x,, | n € N} beschridnkt und f™ kompakt
0.B.d.A. {f™(x,)} konvergent. Sei z € F und lim,_,, {f™(x,)} = z, dann folgt
lim,. . {x,} = z, also ze 4. M1t

1{“} {f(xn)} = f(Z) und !’lgl {f(xn‘) - '\‘n} =0
folgt f(z) = z, Widerspruch.

Limma 12 (Approximation von Fixpunkten nichtexpansiver Abbildungen
durch schwach konvergente Toeplitz-Iterationen). (E, (. )) reeller Hilbert-
Raum, X CE abgeschlossen, beschrinkt, konvex, x,e X, f: X -> X nicht-
expansiv mit

(*) Fiir AC X, A abgeschlossen und f(x) + x fiir x € A ist

inf | f(x) — x| = 0;

{d,) €0, DE", {d,} monoton fallend. Y. d, divergent,
Xpoq o= dof(x) -0 —d)x, (nelZt) (Toeplitz-Iteration).

Es gibt z € Fix(f) mit lim,,.,. {x,} = z (stark).

Beweis. [17, 18, 20].

SATZ 6 (Approximation von Fixpunkten strikt pseudokontraktiver Abbil-
dungen durch stark konvergente Toeplitz-lterationen). (E, (,)) reeller

Hilbert-Raum, X C E abgeschlossen, beschrinkt, konvex, x, € X, k[0, 1),
I X —> X strikt pseudokontraktiv bez. k mit

(Ey) Fir AC X, A abgeschlossen und f(x) # x fiir x € A ist

inf [l f(x) — x> 0;

640/8/4~8
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" . .
{e,) €(0, 1 — k)Y, {c,} monoton fallend, " ¢, divergent,
Xy oy e ) (L e X, (ne 7).

1x,t konvergiert stark gegen einen Fixpunkt von f.

Beweis.  Set r: = {1l - k)/2. Nach Lemma & ist dann /;: X > Y nicht-
expansiv. Wegen x, | ¢, f(x,) | (I-eyx,und fi{x,) = (x,) (1 -£)x,
ist x,., = (¢,/Ofilx,) - (1 - (¢, )) X, . Mitd, = (c¢,/t) erfiillt {d,} simt-
liche in Lemma 12 an {d, } gestellten Voraussetzungen. Wegen f{(x) - x
ti f(x) - x | fir x e 4 folgt (*) von Lemma 12 aus (E,). Nach Lemma 12
gibtes z e Fix(f;) mit im,,_., |x,) = =z (stark). Mit Fix(f;) = Fix(f) folgt die
Behauptung.

Bemerkung 5. (1) Nach Lemma [1 und Satz 6 gilt diec dort genannte
Konvergenzaussage insbesondere fiir die in der Literatur hiufig genannten
Eigenschaften (E,) und (E,).

(2) Der Spezialfall ¢, I/t -= 1) (Cesaro-Iteration) (fiir n . n, ist
¢, €(0, 1 - k))und (E;) mitm - 0 (d.h. X ist kompakt) ergibt ein Ergebnis
von Johnson [12].

(3) Der Spezialfall ¢, v Lok und (Ey) mit s - 1 erweitert
Resultate von Krasnoselski [14] und Schaefer [27] bez. kompakter nicht-
expansiver Abbildungen auf strikt pseudokontraktive Abbildungen (im
Hilbert-Raum).

LEmMMA 3 (Approximation von Fixpunkten nichtexpansiver Abbildungen
durch schwach konvergente Toeplitz-Iterationen). (E, (,)) reeller Hilbert-
Raum, X C E abgeschlossen, beschrinkt, konvex, x,e X, f> X » X unicht-
expansit, {d,} = (0. DE" monoton fallend, {d,} divergent,

Ny df(x) ~d,) x, (nedv).

Es gibt z & Fix(f) mit lim,, ., 1x,} o {schwach).
Beweis. [17].

Satz 7 (Approximation von Fixpunkten strikt pseudokontraktiver Abbil-
dungen durch schwach konvergente Toeplitz-lterationen). (F. (. )) reeller
Hilbert-Raum. X C E abgeschlossen, beschrinkt, konvex, x,c X, k<0, 1),
J2 X — X strikt pseudokontraktiv bez. k; lc,} (0,1 - k)2, ie,t monoton
Jallend. S ¢, divergent. |x,} konvergiert schwach gegen einen Fixpunkt von f.

Beweis. Mitr: (1 K)2,d, -+ eyt fi - tf 1 (1 t)ldundx, |
d, fi(x,) (1 d,)x, sind nach Lemma 8§ sdmtliche Voraussetzungen von
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Lemma 13 fur f, erfiillt. Also gibtes z € Fix(f;) mitlim,_,. {x,} = z(schwach).
Mit Fix(f) = Fix(f;) folgt die Behauptung.

Bemerkung 6. (1) Die Konvergenzaussage in Satz 7 gilt insbesondere
dann, falls zusdtzlich lim,_ .. {c,} = O (fiir n = n, ist dann ¢, €(0, | — k));
zum Beispiel, ¢, == 1/(n -+ 1) (Cesaro-Iteration).

(2) Der Spezialfall ¢, © : « <2 | — k erweitert Aussagen von Schaefer
[27] und Reinermann [17] auf strikt pseudokontraktive Abbildungen.

Bemerkung 7. (1) Natiirlich sind auch anderweitig Fixpunktsitze fir
Abbildungen /" mit nicht notwendig konvexem Definitionsbereich X ange-
geben worden (Leray-Schauder- und Nachfolgetheorien. man vergl. hier-
zu [31]).

(2) Ist (£,]') ein Banach-Raum und X eine nichtleere, echte, abge-
schlossene, konvexe Teilmenge von £, so ergibt eine spezielle Fortsetzungs-
methode-deren Realisierbarkeit oft durch Sdtze sichergestellt ist-Fixpunkt-
aussagen fur Abbildungen f: RA(X) -> Rd(X).

BEISPIELE:

{a) Satz 8 (Fixpunktsatz fir kompakte Abbildungen). (£, | |) Banach-

Raum, ¢ = X C E abgeschlossen, konvex. X -+ E; ri: X — RA(X) (stetige)
Retraktion mit:

(*)  Fir beschrinktes BC X ist r(B) beschrankt;* f: Rd(X)-» Rd(X)
kompakt*® f(RA(X)) beschrinkt.

Fix(f) = &.

Beweis. Wir definieren g: X — X vermoge g := f= r. Dann ist g kompakt
und g(X) beschrdnkt. Nach Schauder [28] ist Fix(g) ¢ &. Wegen
Fix(f) = Fix(g) ist Fix(f) # ¢.

(b) Satz 9 (Fixpunktsatz fir Abbildungen mit kompakten Iterierten).
(E, ") Banach-Raum, ¢ -~ X C E abgeschlossen, konvex, X # E; r: X — Rd(X)
(stetige) Retraktion mit:

(*y Fir beschrinktes B C X ist r(B) beschrinkr;'* f: RA(X) -~ Rd(X)
stetig, p€ N Primzahl, f* kompakt, fP(RA(X)) beschrinkt. Es gibt eine
Umgebung V von Fix(f*)y mit f| V N RA(X) kompakt.

Fix(f) + ¢.

Y Verallgemeinerungen auf allgemeinere Raumtypen bzw. Mengen X sind moglich,
bleiben aber hier ausser Betracht, vgl. [22].,

2 Ein solches r ist z.B. vorhanden, wenn dim F = o« und X: = {x xcEA x|l 1
ist {8], oder-trivialerweise-wenn X -- & ist. o

13 d.h. fist stetig und fiir beschrinktes B C X ist f (B) kompakt.
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Beweis. Nach Satz 8 ist Fix(f ") ¢ . Definiere g: X — X durch g : = for.
Dannistg” = f7 s r, also ¢” kompakt und g”(X) beschrankt. Fir U : = r (V)
gilt U D Fix(g”). Wegen Fix(g") C gn(X) ist Fix(g") kompakt, also gibt es
eine abgeschlossene e-Umgebung ¢, von Fix(g”) mit U, C U. Dann ist
gl U, X kompakt. Nach Anh-Browder-Steinlein [31] ist Fix(g) + ¢.
Wegen Fix(f) - Fix(g) folgt die Behauptung.

(c) Sarz 10 (Fixpunktsatz [ir kondensierende Abbildungen). (£, , )
Banach-Raum., ¢ 7 X C E abgeschlossen, beschrdnkt. konvex: ri X -» Rd(X)
(stetige) Retraktion mit:

(**y  Fiir BC X ist A(r(B)) - A(B): /- Rd(X) - » RA(X) kondensierend.
Fix(f) + ¢.

Beweis. g :— fer ist kondensierend. Nach Lemma 4 ist Fix(g) - ¢.
Mit Fix(f) == Fix(g) folgt die Behauptung.

Anmerkungen zum Satz 10. (1) Eine kondensierende Retraktion » kann
es bei beliebigem (£, ! ) fir X ;= {x 1 xc E Al x| 1} nicht geben; andern-
falls wire r: X -> X kondensierend jedoch Fix( —-r) - ¢, im Widerspruch
zu Lemma 4.

(2) Fiir welche unendlich-dimensionalen

(E, ) und X ix xeE A tx! I

eine Retraktion mit (**) existiert, scheint nicht bekannt zu sein, jedenfalls
weill man, daB es keine nichtexpansive Retraktion von X auf Rd(X) gibt.
Andererseits ist schon im Falle (£, | )i = Lmit X = {x I xcEal x|}
und /: X - RA(X), definiert durch /i(x) := ((I — | x >)!% x), i nicht einmal
Lipschitz-beschrinkt, jedoch 4(A(B)) = A(B) fir BC X.

(3) Ist(E,i'):=4dund X:={x yeEalx| 1 Ax =0} soist
ri X ->Rd(X) mit (1 - SN Xy, x,....) eine stetige Retraktion mit (¥¥),
so dall man mit Satz 10 einen Fixpunktsatz fiir ein auf der Einheitssphire S~
von I, definiertes und dort kondensierendes / erhilt, welches S* in die
“Halbkugelschale™ Rd(X) = § m X abbildet.
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